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Abstract

Commutator groups of simple and double point groups
and space groups are determined. Unidimensional
representations of crystallographic groups are then
derived easily and from them the corresponding mag-
netic groups.

I. Introduction

Pour énumérer les groupes magnétiques G, iso-
morphes d’un groupe cristallographique G, on peut
rechercher soit ses sous-groupes H , invariants d’indice
2 (Zamorzaev, 1958), soit ses représentations uni-
dimensionnelles réelles I', (Indenbom, 1959; Niggli &
Wondratschek, 1960). Les deux méthodes sont
équivalentes, puisque les sous-groupes H_, sont les
noyaux des représentations I',; elles ont é&té appliquées
avec succés a l’énumération des groupes d’espace
magnétiques (Opechowski & Guccione, 1965; Bertaut,
1968; Sivardiere, 1969, 1973).

Nous montrons dans cet article que 1’étude des
groupes commutateurs des groupes cristallographiques
permet de mettre en oeuvre la seconde méthode sans
faire appel a la théorie compléte des représentations.
Nous rappelons auparavant quelques propriétés des
groupes commutateurs (Lomont, 1959).

Soient a et b deux éléments d’un groupe G. Leur
commutateur c est défini par: ¢ = [a,b] = b~ a~! ba.

Si ¢ est un commutateur, ¢! aussi car [a,b]7! =
[b,al. xex— ' = [xax~", xbx~'] donc la classe de ¢ est
formée de commutateurs.

On en déduit que 'ensemble des commutateurs, qui
n’est pas forcément un groupe, forme un ensemble de
classes C;; s’il contient une classe, il contient aussi la
classe inverse. Le groupe commutateur H, de G est le
sous-groupe invariant engendré par les commutateurs:
il contient les classes C,, et les classes qui apparaissent
dans les produits C;C;. Soit F,. le groupe quotient
G/H,. Si G est abélien, H, = E (identité) et F, = G.
Quel que soit G, H, est son plus petit sous-groupe
invariant dont le groupe quotient est abélien: H, est
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contenu dans tout sous-groupe invariant de G dont le
groupe quotient est abélien.

Cette propriété caractéristique de H, permet de
déterminer les représentations unidimensionnelles 4, de
G. Les 4, sont simplement engendrées par les rep-
résentations de F,. Leurs noyaux H_, sont les
sous-groupes invariants de G qui contiennent H,. Un
groupe H , est d’indice 2 seulement si 4, est réelle.

Nous recherchons maintenant les groupes com-
mutateurs des groupes cristallographiques et leurs
groupes quotients.

II. Cas des groupes ponctuels simples

Nous envisageons seulement les groupes propres non
abéliens.

Considérons tout d’abord le groupe diédrique G =
32 = {EJ3,332,,2,,2,}, H. = {E)3,3%}: il contient les
classes {E} et {3,3?}, autoinverses. F, est d’ordre 2
puisque H, est d’indice 2; on sait par ailleurs que G est
le produit semi-direct 3 A 2 (Sivardiere & Bertaut,
1970). Les représentations unidimensionnelles de 32
sont engendrées par les représentations paire et impaire
de F, (Tableau 1).

D’ou les groupes magnétiques G, associés: 32 et 32'.

Si G =422, H.={E,2,}: H.contient les classes { E }
et {2,} autoinverses. G se décompose ainsi en
complexes:

422 =1{E,2,} + (4,8} + {2,,2,} + {2,,,2,5}.

G est extension de H, par F, ~ 222. D’ou ses quatre
représentations réelles unidimensionnelles (Tableau 2).

SiG=622,H.={E,6%,6% et F, ~ 222:
622 = {E,6%6%} + {61,6%,6%} + {2,,2,,2,} +
{20,25,2,}
d’ou quatre représentations réelles unidimensionnelles.

Tableau 1. Représentations unidimensionnelles du

groupe 32
G=32 E3,3 2,2,,2, G,
T, 1 1 32
I, 1 -1 32
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Tableau 2. Représentations unidimensionnelles du
groupe 422
G=422 E2, 4,4 252, 2,24 G,
I, 1 1 1 1 422
I, 1 1 —1 —1 42"
T, 1 -1 1 -1 422"

I, 1 —1 -1 1 422
Tableau 3. Représentations unidimensionnelles du
groupe 23
G=23 E 2,2,2, 4 axes 3 4 axes 3? G,

I, 1 1 1 23
I, 1 J 7
I 1 J? J
Tableau 4. Représentations unidimensionnelles du
groupe 32*
G=32* EE3,3 E3,E¥® 2.2,2, E2,E2, E2,
I, 1 1 1 1
I, 1 1 -1 -1
I 1 —1 i —i
I, 1 -1 —i i

SiG=23,H,= E2,2,,2,] et F, ~ 3:
23 =1{E,2,,2,,2,} + {4 axes 3} + {4 axes 32}

d’ou trois représentations unidimensionnelles: une
réelle, et deux complexes conjuguées auxquelles cor-
respondent deux groupes a trois couleurs (Tableau 3).

Enfin si G = 432, H, = 23 et F, ~ 2, d’ou deux
représentations unidimensionnelles réelles.

On vérifie dans les exemples précédents que les
complexes associés au groupe commutateur sont
formés de classes entiéres (au contraire si G = 432 et si
on considére le sous-groupe invariant 222, les axes 3,,,
et 32, appartiennent a la méme classe mais non au
méme complexe).

IIL. Cas des groupes ponctuels doubles

Les groupes doubles Gt = 222+, 422+, 622%, 23t,
432%, ont une propriété commune: leur groupe com-
mutateur n’est autre que le groupe double H}, H, étant
le groupe commutateur du groupe simple G correspon-
dant. Par suite, les groupes G* et G ont méme quotient
F, par leur groupe commutateur et le méme nombre de
représentations unidimensionnelles. L’opérateur E de
Bethe (rotation de 2m) appartenant au groupe com-
mutateur, il a le caractére +1 dans ces représentations
qui sont vectorielles: les groupes G* ci-dessus n’ont
donc que des représentations spinorielles de dimension
supérieure a 1.

Le groupe G* = 32* a des propriétés particuliéres.
Son groupe commutateur est {E,£3,3%} et le groupe

quotient est isomorphe du groupe 4. 32* posséde donc
(Tableau 4) quatre représentations unidimensionnelles:
deux reelles I et I, et deux complexes Iy et I
(notations de Koster, Dimmock, Wheeler & Statz
1963). Le groupe commutateur ne contenant pas E,
seules I', et I',, dans lesquelles F a la caractére + 1, sont
des représentations vectorielles. Le groupe 32+ est donc
le seul groupe double non cyclique a posséder des
représentations spinorielles unidimensionnelles. Cette
propriété est évidemment a rapprocher du fait que le
groupe 32 ne posséde pas de représentation avec
poids, contrairement aux autres groupes diédriques et
cubiques.

IV. Cas des groupes d’espace

Soient (dlr,) et (flr;) deux éléments d’un groupe
d’espace G, de réseau g"et de groupe ponctuel G. Leur
commutateur a pour expression:

(ﬁ—la—-lﬁ lﬁ—la—l :Bfa + ﬁ—la—l tﬂ_ﬁ—la—l 7,
—ﬂ_l TB)

ou encore (Bertaut, 1975):
B ra B 1 a1 (1 —a)i— (1 =Bz, D).

On en déduit que le groupe commutateur H,, de G, a
pour groupe ponctuel le commutateur H, de G. En
particulier si G est abélien, H,, est un sous-groupe de
translations. D’autre part si G, est symmorphique, H,,
I'est aussi. Enfin nous vérifions sur des exemples que
H,, dépend non seulement de T et G mais explicite-
ment de G,.

Considérons le groupe symmorphique G, = P222 de
réseau primitif (a.b,c) et de groupe ponctuel abélien.
H_, est un groupe de translations de maille 2a, 2b, 2c.
Pour reconstituer G, a partir de H, il faut reé-
introduire les translations (E1100), (E1010), (E1001)
et les rotations (2x1000) et (2y1000). H,, est donc
d’indice 2° = 32, et le groupe F,, est isomorphe du
produit direct 2 x 2 x 2 x 2 x 2. Plus précisément on
peut écrire:

Fo= 2000 X 2210100 X 2E1001) X 25 X 2,

ou 2, par exemple, désigne le groupe formé de I'identité
et de I’axe binaire orienté suivant x. P222 posséde donc
32 représentations unidimensionnelles 7;: les coordon-
nées k., k,, k, = 0 ou 1/2 du vecteur k caractérisent les
représentations paires (k; = 0) ou impaires (k; = 1/2)
des groupes 2 100)» 2(£1010)» 25001 Les vecteurs k ainsi
definis sont invariants dans le groupe ponctuel, en
accord avec la théorie générale de Seitz (Sivardiere,
1969). A chacun d’eux correspondent quatre rep-
résentations réelle 7, obtenues a partir de celles du
groupe 222.

Considérons maintenant le groupe non symmorphi-
que G, = P222,. H,, est le groupe de translations de
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maille 2a, 2b, ¢, F,, est donc d’ordre 16, il est isomorphe
du produit direct

2(g1100) X 2(E1010) X 25 X 2,

donc seize

P222, possede représentations uni-
dimensionnelles reelles I; telles que k, = 0. Les
coordonnées k,, k, = 0 ou 1/2 caractérisent les

représentations paires ou impaires des groupes 2z qo
et 2z010) (effectivement les représentations Iy telles
que k,, k, =0, 1/2 et k, = 1/2 sont reelles de dimension
2).

Si G, = P2,2,2, le groupe commutateur est le groupe
a maille a face centrée C engendré par les translations
2a, 2b, 2¢. F, est d’ordre 16. F,, ~ 4 x 2 x 2 puisque
pour reconstituer P2,2,2 a partir de H,, il faut
réintroduire les opérations: 2,, = (2,1440) telle que 2%,
= (EI200) € H_,, 2, = (2,1000) et (E1001). P2,2,2
possede donc 16 représentations [y; unidi-
mensionnelles, huit réelles telles que k = [000] ou [003],
et huit complexes telles que k = [$}0] ou [4}}] (Tableau
5).

Enfin si G, = P2,2,2,, le groupe commutateur H,
est le groupe de translations de maille 2a, 2b, 2c
centrée. F., ~ 4 x 4 puisque pour reconstituer P2,2,2,
a partir de H,,, il faut réintroduire les opérations 2,, =
(2,1430) et 2,, = (2,130%) telles que 2{, = (E1200) et 21,
= (E'002). P2,2,2, posséde donc 16 représentations
unidimensionnelles Iy;, quatre réelles telles que k =
[000] et 12 complexes, quatre pour chacun des vecteurs
k = (4301, (303, [045] (Tableau 6).

Tableau 5. Caractéres y des opérations 2, 2, et
(E1001) du groupe P2,2,2 et vecteurs k correspondants

x(2) x(2,,) x(E1001) k
+1 +1 1 {000]
+1 +i 1 [430]
+1 +1 -1 {004]
+1 +i -1 1

Tableau 6. Caractéres y des opérations 2, et 2,, du
groupe P2,2,2, et vecteurs k correspondants

X (21x) X (212) k
+1 +1 [000]
+1 +i (033
+i +1 [410]
+i +i 04|

La méthode ci-dessus est évidemment équivalente a
la détermination des représentations par identification
(Olbryschski, 1963) et utilisée par Bertaut dans le cas
des groupes orthorhombiques (Bertaut, 1968). La
considération explicite du groupe F, permet d’en
interpréter les résultats et de les relier a ceux de la
théorie de Seitz: si G, est symmorphique, F,, est le
produit direct d’un groupe de translations 7/H,, par le
groupe ponctuel; cette propriété correspond au fait que
I est le produit direct d’une représentation /i de T par
une représentation /; de G quel que soit k invariant
dans le groupe ponctuel G. Si au contraire G, n’est pas
symmorphique, la factorisation de F, en deux groupes,
I'un de translations, 'autre de rotations, disparait; de
méme I; n’est plus le produit direct d’une rep-
résentation de T par une représentation de G pour
certains vecteurs k invariants dans G.

Nous considérons maintenant les groupes d’espace
de classe 422 et de réseau primitif. Le Tableau 7
indique pour chacun de ces groupes le groupe com-
mutateur H,, la structure algébrique du groupe
quotient F_,, et le nombre de représentations uni-
dimensionnelles 7 ; réelles (r) et complexes (c). P’ et P"
deésignent les réseaux de mailles respectives 2a, 2b, c et
2a, 2b, 2c¢, avec la face C centrée. Si le réseau est de type
P', on retrouve le réseau P en lui ajoutant la translation
(E1100); s’il est de type P”, il faut lui ajouter les
translations (E1100) et (£1001). H, a pour groupe
ponctuel 2,, groupe commutateur du groupe 422. Donc
pour reconstituer G, a partir de H ,, il faut réintroduire
d’autres générateurs: un axe binaire suivant x et un axe
quaternaire suivant z. Soit (al 7,) un tel générateur et n,
un entier tel que (alz,)" soit un élément de H,,: la
valeur des n,, fournit la structure algebrique de F_,.

Considérons les groupes P23 et P2,3. Pour G, =
P23, H,, est un groupe de classe 222 et de réseau
cubique faces centrées de maille 2a. F,, est isomorphe
de 3A2 puisque les générateurs (al7,) permettant de
construire G, a partir de H_, sont la rotation (3,,,1000)
et la translation (EI111). P23 possede donc six
représentations unidimensionnelles: une réelle et deux
complexes pour chacun des vecteurs k = [000] et [433].
D’ou les groupes magnétiques isomorphes de P23: P23,
trivial et P.23. Pour G, = P2,3, H,, est le groupe
P2,2,2,, donc F,, ~ 3 et P2,3 ne posséde que trois
représentations unidimensionnelles, une réelle et deux
complexes, obtenues pour k = [000]. D’ou le seul
groupe magnétique trivial P2,3.

Tableau 7. Groupes d’espace de classe 422: groupe commutateur et représentations unidimensionelles

G(.’ HL‘? FL‘E
P4a22 P2 2x2x2x2
P422 P2, 2x2x2x2
P42.2 P2 4x2x2
P4,2,2 P2 4x2x2
P4.22 P2, 2x2x2
P422 P2, 4x2

Iy k
16r 000, [4301, [004], [333)
. 1
8r + 8¢ 2 [[(;)5%013’1%1]
8r [000], [330]
4r + 4c r: [000]; ¢: [440]
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En conclusion, on voit que la recherche du groupe
commutateur H,, d’un groupe d’espace G, primitif
permet de trouver simplement ses représentations
unidimensionnelles Iy; et les groupes magnétiques
isomorphes de G,. On peut en particulier comparer les
résultats pour plusieurs groupes de méme classe et de
méme réseau.
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Abstract

The anomalous scattering terms f* and /"' for Gd and
Sm near their L, absorption edges, measured in
diffraction experiments with synchrotron radiation
more nearly monochromatic than the natural level
widths, show even larger effects than earlier measure-
ments with a larger X-ray bandwidth. A test of angular
dependence shows f’ for Sm to decrease in magnitude
with increasing diffraction angle, while /" is essentially
constant.

Introduction

Anomalous X-ray scattering, a name for the effects of
electronic energy levels on the phase and amplitude of
scattered X-rays, is a powerful tool for solving
diffraction problems. This is particularly true when
synchrotron radiation is used, since its intense con-
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tinuous spectrum permits the wavelength for a diffrac-
tion experiment to be chosen arbitrarily to high
precision. The exceptionally large anomalous scattering
effects which occur very near to the absorption edges
can then be exploited. We have measured these effects
in diffraction experiments with known crystals to
provide a foundation for such applications, in par-
ticular to help solve the phase problem in macro-
molecular crystallography.

The largest effects we have measured occur near L,
absorption edges of rare-earth elements in the trivalent
state. These edges span a range (2:26 A for lanthanum
to 1.34 A for lutetium) which includes wavelengths
often used for diffraction experiments. An earlier
communication (Templeton, Templeton & Phizacker-
ley, 1980) reported a study of praseodymium and
samarium near their L, edges (2-08 and 1.85 A) with
values of /' as negative as —27-0 and —21-3 electrons
atom~! and f" as large as 27-3 and 23.3 electrons
atom~!. This work was done at the Stanford Synchro-
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